Correction des exercices du cours de Probabilités

Exercice n°2.1:

» On veut montrer que la suite (Y”)neN converge p.s vers 0, i.e

Ve >0, P(limsup{|Y,| >¢€})=0

n—oo

On fixe > 0 et on pose A,, = {|Y,| > €}, par I'inégalité de Markov (ordre 2), on a

P(A,) = P(|Y,] > €) < e 2E[Y2]

n

Comme par hypothese ) Y,? < oo, on déduit
ZP(AH) < 00
n

Par le lemme de Borel Cantelli, on peut alors affirmer que

P(limsup 4,) = P(limsup{|Y,,| > €}) =0

n—oo

Exercice n°2.2:

» Soit Y une variable positive ou nulle, on a Y = Y X 1y, I'inégalité de Cauchy Schwartz donne
E[|Y]]?2 < E[Y?] x E[ly~o], i.e E[Y]? <E[Y?] x P(Y > 0)

» Soient Aj,...,A, des événements non tous négligeables, on pose

Y:znzlAi, alors Y >0 et Y?= ZlA +2 Z La;na;

i=1 1<i<j<n

En appliquant I'inégalité ci-dessus, on obtient

-1

P(Y > 0) = P(U, 4)) (ZIP ) ZIP’ )+2 Y PA;NA)

1<i<j<n

» On cherche maintenant & montrer le deuxieéme lemme de Borel Cantelli quand on ne suppose
les évenements que 2 a 2 indépendants. On commence comme dans la preuve du cours:

— P(limsup An) = 1 — P(Mn Umsn Am) = P(Up Ninsn Am) = lim T [1 = P(UpsnAn)]

n—oo
On applique maintenant I'inégalité que I'on a obtenue a la question précédente (entre n et k...)
2 ~1

P(Unsm<kdm) = | > P(Ap) S PAn)+2 > P(AiNA)

n<m<k n<m<k n<i<j<k



Maintenant, on utilise le fait que les éveénements sont 2 a 2 indépendants :

2

2 Y PAin4)=2 > PAPA)=| D PUn)| - Y P4,

n<i<j<k n<i<j<k n<m<k n<m<k

Notons 2F = > _  _, P(A.,), la derniere inégalité se rééerit :
-1
P(Un<msrAm) 2 (z)® [ (@) +a5 — Y P(Am)’
m>n

Orona 0<> . P(A)? < zF donc

(zh)?

P Ay) > —nr
(Onsmsndln) 2 s o
Comme par hypothese limy_, o 2¥ = 400, on conclut alors que

1 —P(imsup A,) =lim T [1 = P(Up>ndm)] =0

n—oo



