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Espace de Minkowski et espace hyperbolique

Soit R1,d := {ξ = (ξ0, ξi ) ∈ R×Rd} l’espace de Minkowski de la
relativité restreinte, muni de la pseudo-métrique :

〈ξ, ξ〉 := |ξ0|2 −
d∑

i=1

|ξi|2,

et
Hd := {ξ ∈ R1,d | ξ0 > 0 et 〈ξ, ξ〉 = 1}.

Si (e0, e1, . . . , ed) désigne la base canonique de R1,d, (e∗j ) sa base
duale, les matrices Ej = e0⊗e∗j +ej⊗e∗0 engendrent les rotations
hyperboliques.
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La diffusion relativiste de Dudley

Soient ξ̇s un mouvement brownien hyperbolique sur Hd et

ξs := ξ0 +
∫ s

0
ξ̇udu.

Alors (ξs, ξ̇s) est une diffusion sur R1,d ×Hd.

Sa loi est invariante sous l’action du groupe de Lorentz.
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La diffusion relativiste de Dudley

Si ξs = (ξ0s ,
−→
ξs ), et si s(t) est tel que ξ0s(t) = t, alors la trajectoire

euclidienne
Zt :=

−−→
ξs(t)

vérifie ∣∣∣∣dZ(t)
dt

∣∣∣∣ < 1.

La vélocité de Z(t) a une norme < 1 (la vélocité de la lumière).
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Le cadre général

G(M)

π1

��

�bré des repères pseudo-orthonormés dont le

premier élément vit dans T 1M

T 1M

��

partie positive du �bré tangent unitaire

M variété lorentzienne orientée de dimension d+1,
munie de sa connexion de Levi-Civita
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Le générateur infinitésimal de la diffusion

Soient Vj le champ de vecteur vertical canoniquement associé à
la matrice Ej et H0 le premier champ de vecteur horizontal. On
définit

L := H0 +
σ2

2
V, où V :=

d∑
j=1

V 2
j .

Si L0 est le générateur infinitésimal du flot géodésique sur T 1M
et ∆V le laplacien vertical, ∀F ∈ C2(T 1M), on a sur G(M) :

(L0F ) ◦ π1 = H0(F ◦ π1) , (∆VF ) ◦ π1 = V(F ◦ π1) .

Autrement dit, sur T 1M, l’opérateur L induit l’opérateur :

G := L0 +
σ2

2
∆V .
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Théorème (Franchi and Le Jan)
• L’équation différentielle stochastique

(∗) dΨs = H0(Ψs) ds+ σ

d∑
j=1

Vj(Ψs) ◦ dwj
s

définit une diffusion (ξs, ξ̇s) := π1(Ψs) sur T 1M, dont le généra-
teur infinitésimal est G = L0 + σ2

2 ∆V .

• Si
←−
ξ (s) : TξsM→ Tξ0M désigne le transport parallèle inverse

le long des courbes C1 (ξs′ | 0 ≤ s′ ≤ s), alors ζs :=
←−
ξ (s) ξ̇s est

un mouvement brownien hyperbolique sur Tξ0M .
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Les espaces de type Robertson-Walker

Ce sont les variétés lorentziennesM du type :

M = I ×M, où I est un intervalle de R et M = S3, R3, ou H3,

munie de la pseudo-métrique :

ds2 = dt2 − α2(t)d`2. (1)

où d`2 est la métrique riemannienne standard sur M .
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Exemples de facteur d’expansion α
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On considère la carte ξµ = (t, r, θ) surM :

t ∈]0, T [, avec 0 < T ≤ +∞,

r ∈ [0, 1] si k = 1 et r ∈ R+ si k = −1 ou k = 0,

θ =

 sin(φ) cos(ψ)
sin(φ) sin(ψ)

cos(φ)

 ∈ S2, φ ∈ [0, π], ψ ∈ R/2πZ.

Dans cette carte, la pseudo-métrique (1) s’écrit :

ds2 = dt2 − α2(t)
(

dr2

1− kr2
+ r2dφ2 + r2 sin2(φ)dψ2

)
. (2)
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Comportement asymp. des géodésiques de lumière

Soit (ξu, ξ̇u) une géodésique de lumière dansM, i.e. une géodé-
sique telle que 〈ξ̇u, ξ̇u〉ξu = 0. On pose τ := sup{u, tu ≤ T}.

Proposition
Lorsque u tend vers τ , on a les comportements asymp. suivants :

• Si
∫ T

dv/α(v) < +∞ :

ru → r∞ ∈ R∗+, θu → θ∞ ∈ S2.

• Si
∫ T

dv/α(v) = +∞ :

ru → +∞ et θu → θ∞ ∈ S2 si k = 0 ou − 1,

ru → 1 et θu diverge si k = 1.
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Rappel...

Théorème (Franchi and Le Jan)
• L’équation différentielle stochastique

(∗) dΨs = H0(Ψs) ds+ σ

d∑
j=1

Vj(Ψs) ◦ dwj
s

définit une diffusion (ξs, ξ̇s) := π1(Ψs) sur T 1M, dont le généra-
teur infinitésimal est G = L0 + σ2

2 ∆V .

• Si
←−
ξ (s) : TξsM→ Tξ0M désigne le transport parallèle inverse

le long des courbes C1 (ξs′ | 0 ≤ s′ ≤ s), alors ζs :=
←−
ξ (s) ξ̇s est

un mouvement brownien hyperbolique sur Tξ0M .
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En coordonnées, cela donne...

Si Ψs est solution de (∗) et (ξs, ξ̇s) = π1(Ψs) ∈ T 1M, alors :

dts = ṫsds, drs = ṙsds, dφs = φ̇sds, dψs = ψ̇sds

dṫs =
[
−α(ts) α′(ts)

(
ṙ2s

1− kr2s
+ r2s |θ̇s|2

)
+

3σ2

2
ṫs

]
ds+ dM ṫ

s ,

dṙs =
[
−2

α′(ts)ṫs
α(ts)

ṙs −
krsṙ

2
s

1− kr2s
+ rs(1− kr2s)|θ̇s|2 +

3σ2

2
ṙs

]
ds+ dM ṙ

s ,

dφ̇s =
[
−2

(
α′(ts)ṫs
α(ts)

+
ṙs
rs

)
φ̇s + sin(φs) cos(φs)ψ̇s

2
+

3σ2

2
φ̇s

]
ds+ dM φ̇

s ,

dψ̇s =
[
−2

(
α′(ts)ṫs
α(ts)

+
ṙs
rs

)
ψ̇s − 2 cot(φs)φ̇sψ̇s +

3σ2

2
ψ̇s

]
ds+ dM ψ̇

s .
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Une première sous-diffusion naturelle

La diffusion de dimension deux (ts, ṫs) vérifie :
dts = ṫsds,

dṫs =
[
−H(ts)

(
ṫ2s − 1

)
+

3σ2

2
ṫs

]
ds+ dM ṫ

s,

où H := α′/α est la fonction de Hubble.
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Une autre sous-diffusion

Si on pose

as := α(ts)
√
ṫ2s − 1, bs := α2(ts)r2s |θ̇s|, cs :=

α2(ts)ṙs√
1− kr2s

,

alors la diffusion (ts, rs, as, bs, cs) vérifie a2
s = b2s/r

2
s + c2s et

dts =
√

1 + a2
s/α

2(ts)ds, dbs =
3σ2

2
bsds+

σ2α2(ts)r2s
2bs

ds+ dM b
s ,

drs =

√
1− kr2s
α2(ts)

cs ds, dcs =
3σ2

2
csds+

b2s
√

1− kr2s
α2(ts)r3s

ds+ dM c
s ,

das =
3σ2

2
asds+ σ2α

2(ts)
as

+ dMa
s .
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Comportement asymp. de la diffusion de dim. 2

Proposition

Supposons que t 7→ H(t) est décroissante positive sur R+. On
pose H∞ = lim+∞H(t).
• Si H∞ > 0, alors le processus ṫs est récurrent dans ]1 +∞[.
• Si H∞ = 0, alors ṫs est transitoire, et si l’on pose

Zs := α(ts)ṫs ×
(∫ ts

t0

α(u)du
)−1

, alors

0 < lim inf
s→+∞

Zs < lim sup
s→+∞

Zs < +∞ p.s.

Zs
d−→ σ2/2× Γ(2).
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Comportement asymptotique de la diffusion

Soit (ξs, ξ̇s) la diffusion de FLJ, on pose τ := sup{s, ts ≤ T}.

Proposition
Lorsque s tend vers τ , presque sûrement, on a :

• Si
∫ T

dv/α(v) < +∞ :

rs → r∞ ∈ R∗+, θs → θ∞ ∈ S2.

• Si
∫ T

dv/α(v) = +∞ :

rs → +∞ et θs → θ∞ ∈ S2 si k = 0 ou − 1,

rs → 1 et θs diverge si k = 1.
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Merci de votre attention...
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