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Construction de la diffusion, le cadre géométrique

Espace de Minkowski et espace hyperbolique

Soit R := {¢ = (¢9,¢7) € R x R4} I'espace de Minkowski de la
relativité restreinte, muni de la pseudo-métrique :

(€,6) = [¢°)? Z [

di={EeRY | > 06t (€€ =1}

et

Si (e, €1, .. .,eq) désigne la base canonique de R, (e7) sabase
duale, les matrices E; = eg ®ej- +e; ®ef engendrent les rotations
hyperboliques.
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La diffusion relativiste de Dudley

Soient £, un mouvement brownien hyperbolique sur H et
S .
&=+ [ budu
0

Alors (&, &) est une diffusion sur R:4 x H,

Sa loi est invariante sous I'action du groupe de Lorentz.
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La diffusion relativiste de Dudley

Si¢ = (52,5), et si s(t) est tel que 52@) = t, alors la trajectoire

euclidienne
—
Zy = Eyp)
vérifie 0z
t
—_— 1.
di ‘ <

La vélocité de Z(t) a une norme < 1 (la vélocité de la lumiére).
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Le cadre général

fibré des repéres pseudo-orthonormés dont le

G(M) premier élément vit dans 7'M
1
T M partie positive du fibré tangent unitaire
M variété lorentzienne orientée de dimension d+1,

munie de sa connexion de Levi-Civita
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Le générateur infinitésimal de la diffusion

Soient V; le champ de vecteur vertical canoniquement associé a
la matrice £; et Hy le premier champ de vecteur horizontal. On
définit
0'2 d
— ) — 2
L:=Ho+ =V, ol Vi=> V7
j=1

Si L est le générateur infinitésimal du flot géodésique sur 7' M
et Ay le laplacien vertical, V F € C*(T'* M), on a sur G(M) :
(L:OF)Oﬂ'l = HQ(FO7T1), (AvF)Oﬂ’l = V(Foﬂ'l).

Autrement dit, sur 7' M, I'opérateur £ induit 'opérateur :
2
g
g = LO + ? Ay.
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Les espaces de type Robertson-Walker

Théoréme (Franchi and Le Jan)
e ['équation différentielle stochastique

d
(#) Ay = Ho(¥)ds+ oY V;(T,)odw]
j=1

définit une diffusion (&,,&) == m(y) s_ur T' M, dont le généra-
. - 2

teur infinitésimal est G = Lo + % Ay.

o Si <z(s) :Te,M — Tey M désigne le transport paralléle inverse

le long des courbes C* (¢, |0 < s’ < s), alors (s := <z(s) ¢, est
un mouvement brownien hyperbolique sur T, M .

v
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Les espaces de type

Robertson-Walker
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Les espaces de type Robertson-Walker

Ce sont les variétés lorentziennes M du type :
M =1x M, oulestunintervallede R et M =S, R3, ou H?,
munie de la pseudo-métrique :

ds® = dt* — o (t)d/e?. (1)

ol d¢? est la métrique riemannienne standard sur M.
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Exemples de facteur d’expansion «
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On consideére la carte ¢* = (¢, r, ) sur M :

t €]0,T], avec 0 < T < 400,
ref0,1] si k=1 et reR" si k=—-1ouk=0,

sin(¢) cos(v)
0= sin(¢)sin(y) | €S% ¢ [0,7], o €R/27Z.

cos(@)

Dans cette carte, la pseudo-métrique (1) s’écrit :

dr?

2 2 2

+ r2dg? + 12 sin2(¢)d¢2) )
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Construction de la diffusion, le cadre géométrique

Soit (£,,€,) une géodésique de lumiere dans M, i.e. une geode-
sique telle que (§u, &u)e, = 0. On pose 7 := sup{u, t, < T'}.

Proposition

Lorsque u tend vers T, on a les comportements asymp. suivants :
3 Sidev/a(v) < +oo !
Tu = Too ERE, 0y — 0o €S2
. Sidev/a(v) =400
Ty — +00 et 0y, >0 €S? si k=0 ou —1,

ry, — 1 et 0, divergesi k=1.

Journées de Probabilités, Lille 2008 Mouvement brownien et variétés lorentziennes



Trouver des sous-diffusions

La diffusion de Franchi et Le Jan dans les espaces RW Comportement asymptotique de la diffusion

La diffusion de Franchi et

Le Jan dans les espaces RW
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Rappel...

Théoréme (Franchi and Le Jan)
e 'équation différentielle stochastique

d
() A= Ho(¥)ds+0 Y V;(T,)odw)
j=1

définit une diffusion (&,,&,) = m () sur T' M, dont le généra-
' 5 rns o 2
teur infinitésimal est G = Lo + % Ay.

e Si <E(s) :Te,M — Tey M désigne le transport paralléle inverse

le long des courbes C* (£, 0 < s’ < s), alors (s := ?(3) és est
un mouvement brownien hyperbolique sur Tey M .
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En coordonnées, cela donne...

Si U, est solution de () et (&, &) = m1(U,) € T' M, alors :
dty =teds, drs =1yds, dos = deds, dips =1)eds

. , 72 25 12 302, i
dis = {—a(ts) o (ts) (1 —8167'2 + 75105 ) + 24 ds +dM,,

. al(ts)is . kreTg MN1hH 12 302 . ,
drs = [2 ot s =1 2 +rs(1 = kri)|0s] + 5 s ds+dM;,

dd).s =

/ ; . 9 .
-2 (aa(f))t + :) B + sin(6y) cos(s)ibs” + ngb} ds +dM?,

dw.s = I:_Q <O/(ts)t-s + 7“3) Ql;s - 200t(¢s)¢'sw.s + 302%] ds + dM;/)
a( 9) Ts 2
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Une premiére sous-diffusion naturelle

La diffusion de dimension deux (ts, t,) vérifie :
dts = teds,

2

dhy = |~ H (1) (B~ 1) + 22| ds + b,

ou H := o'/« est la fonction de Hubble.
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Une autre sous-diffusion

Si on pose

a2 S 7:‘3
0= 0B 1, b= 2120, ey o= ST

1— kr2’

S

alors la diffusion (t,7s, as, bs, cs) vérifie a2 = b2 /r2 + c2 et

2 2.2 ts 2
dty = /T + a2/a?(t,)ds, dbs = %bsds + %{Emds +dMb,

S

Ny 2 b2\ /1 — Fr2
dro = YRS s de = 3T BNV TS s 4 dME,

, = d
a?(ts) 7 9 © s+ a?(ts)rs
3 2
das = iasd 422 ) +dMe.
2 Qg
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Comportement asymp. de la diffusion de dim. 2

Proposition

Supposons que t — H(t) est décroissante positive sur R™. On
pose Hy, = lim, o H(t).

e Si H., > 0, alors le processus t, est récurrent dans |1 + oo].

e Si H,, =0, alors t, est transitoire, et si 'on pose

ts -1
Zs = afts)ts x (/ a(u)du> , alors
to

0<hm1an < limsup Zs < 400 p.S.

§—+00 s——+00

Zy - 62/2 x T(2).
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Comportement asymptotique de la diffusion

Soit (&, &) la diffusion de FLJ, on pose 7 := sup{s, t, < T'}.

Proposition
Lorsque s tend vers T, presque srement, on a :

e Si [Tdv/a(v) < +oo :

TSHTOOER*_,'_, 95—>900682,
o Sidev/a(v) =400 !

rs — 400 et Oy — 0o €S? si k=0 ou —1,

rs — 1 et 05 divergesi k=1.
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Merci de votre attention...
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