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Convergence de I'écart quadratique moyen

Soit (x;, v;) € R x R? une solution du systéme d’éds :
dxi =i dt
_ _ ~ pour 1 <i<d.
dv; = —v,dt + o dW,

Alors, lorsque ¢ tend vers linfini, on a :

E[Mz(r)} —dx o’

t
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Asymptotique du processus rééchelonné

Soit (x;, v;)s>0 une solution du systéme d’éds, pour 1 <i <d:
dxi = Vi dt
avec (xp, vo) = (0, 0).
dvi = —vidt+ o dW!

Alors lorsque ¢ tend vers linfini :

1 c
— X, — 0 X (Ba) >0 s
(1), o

ou B est un mouvement brownien standard de dimension 4.
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Incompatibilité avec la relativité

@ Les processus du type (x;, vi)i>0 € R x R4 ou

dxi = vidt
pour 1 <i<d,
dvi = —vidt+ o dW!

sont des modéles simples pour décrire I'évolution
(position-vitesse) d’une particule baignant dans un fluide.

Journées de Probab Un TLC pour une classe de diffusions relativistes



Quelques propriétés des processus d’Ornstein-Uhlenbeck Convergence de I'écart quadratique moyen
Convergence du processus changé d’échelle
Incompatibilité avec la relativité

Incompatibilité avec la relativité

@ Les processus du type (x;, vi)i>0 € R x R4 ou

dxi = vidt
pour 1 <i<d,
dvi = —vidt+ o dW!

sont des modéles simples pour décrire I'évolution
(position-vitesse) d’une particule baignant dans un fluide.

@ Le processus (v,)>0 est ergodique dans R ; en particulier,
|v;| n’est pas bornée.
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Les questions que I'on cherche a résoudre

Exemples de diffusions
minkowskiennes considerees,
problématique
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Espace des phases

@ Lespace de Minkowski R est I'espace RI*! :
x= () = (0, &) = (%, x) e R
muni de la pseudo-métrique minkowskienne

d
g(x, x) = X" — Z |x|2.

i=1
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Espace des phases

@ Lespace de Minkowski R est I'espace RI*! :
x= (") = (0, x) = (x°, x) e RIH!
muni de la pseudo-métrique minkowskienne
d
q(x, x) = [ =Y ¥
i=1

@ Les trajectoires considérées (x;, p;)>0 sont & valeurs dans
I'espace des phases R x Hy, ol

d
Hq = {p=(° p) eR™, p°P=> PP =1}
i=1
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Du cadre minkowskien au cadre euclidien

@ Précisément, les diffusions considérées sont du type

(e, p1)iz0 = (1, X(1), p°(1), P(1))r0.
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Du cadre minkowskien au cadre euclidien

@ Précisément, les diffusions considérées sont du type

(e, p1)iz0 = (1, X(1), p°(1), P(1))r0.

@ Dans la suite, on posera p := r x © avec
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Deux principaux exemples

@ Le “Processus d’Orstein-Uhlenbeck Relativiste" (ROUP) :

i_ D
dx; = = dt
(Debbasch, Mallick, Rivet, 1990”)

i p i
dp; = mdﬁl—ath

Journées de Probabilités 2007 Un TLC pour une classe de diffusions relativistes



Trajectoires dans I'espace des phases
Exemples de diffusions minkowskiennes, problématique Principaux exemples de diffusions considérées
Les questions que 'on cherche a résoudre

Deux principaux exemples

@ Le “Processus d’Orstein-Uhlenbeck Relativiste" (ROUP) :

dx; = \/‘:’;7 dt
(Debbasch, Mallick, Rivet, 1990”)

i p i
dp; = mdﬁl—ath

@ Le “Mouvement Brownien Relativiste" :

i_ _n 5 oo )
dx; = i dt (Dunkel, Hianggi, 2000°)

dpl = —pidt + dW} + rbidw,

s |
(1+r7)H4
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Problématique

@ Lécart quadratique moyen converge-t-il de nouveau ?
2
E [‘X‘t(t)] L 32(0).

Si oui, qui est ¥?(c¢) ? Allure de la fonction o — (o) ?
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Trajectoires dans I'espace des phases
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Problématique

@ Lécart quadratigue moyen converge-t-il de nouveau ?
2
E [‘X‘t(t)] L 32(0).
Si oui, qui est ¥?(c¢) ? Allure de la fonction o — (o) ?

@ Le processus rééchelonné est-il encore asymptotiguement
brownien ?

2
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Le cadre, les hypothéses
Résultats principaux et conséquences
Nos résultats, leurs conséquences, esquisse de la preuve Principales étapes de la preuve

Une classe de diffusions

On considére des diffusions
(ta Xt p?7 pt)tZO S Rl’d X Hd

ou (x,, p;) est solution d’un systeme d’éds du type :
dxi :f(rt)Pi dt

a(r)

dW! + n(r,) 6 dw
1+772(rt)[ t U(t)t fl

dp, = — b(r,) pydt +

ou W:= (W' ..., W9) est un mouvement brownien standard de
dimension d et w est un mouvement brownien réel indépendant
de W.
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Hypotheses sur les paramétres de la diffusion

Hypothéses (H)
@ Les fonctions f, b, o, n sont continues.

Il existe € > 0 tel que

@ o > ¢ surRT tout entier,

2rb
@ g(r) = ;2 ((rr)) > e pour r assez grand, lim,_,o g(r) = 0,

@ lim,_.oc e °"f(r) =0, pour une’ < §.
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Le cadre, les hypotheses
Résultats principaux et conséquences

Nos résultats, leurs conséquences, esquisse de la preuve Principales étapes de la preuve

Enoncé du théoreme principal

Théoréme principal

Soit (x;, p;) une diffusion solution du systeme d’équations

dxi = pi x f(r,) dt
dp = —pi X bl(r) di + L= [dW; + (1) 6} dw]

Sous les hypotheéses (H), il existe une constante positive ¥
telle que, lorsque ¢ tend vers l'infini,

<t—1/2xat>u20 £, (Be X Ba) o>

ou (Bg)a>0 est un MB standard de dimension d.
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Conséquence sur I'écart quadratique moyen

Corollaire : convergence de I'écart quadratigue moyen

Sous les hypothéses (H), pour tout point initial, lorsque t tend
vers l'infini, on a la convergence en loi :

T x])?— 22 x U,
ou U suit une loi du chi 2 a d degrés de liberté. De plus, pour
tout point initial, on a la convergence des espérances :

E [‘X’i(t)] —dx T2,
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Le cadre, les hypotheses
Résultats principaux et conséquences
Nos résultats, leurs conséquences, esquisse de la preuve Principales étapes de la preuve

Retour aux exemples : expression de la limite

@ Dans le cas du ROUP la limite est la méme que dans le
cas euclidien :
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Nos résultats, leurs conséquences, esquisse de la preuve Principales étapes de la preuve

Retour aux exemples : expression de la limite

@ Dans le cas du ROUP la limite est la méme que dans le
cas euclidien :
2
E [\Xlt(t)} o dx ot

@ Dans le cas de la diffusion de Dunkel et Hanggi, a partir de
simulations numériques, les auteurs ont conjecturé
I'expression suivante pour la limite :

? g

530
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Le cadre, les hypotheses
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Nos résultats, leurs conséquences, esquisse de la preuve Principales étapes de la preuve

Pour les trois méthodes d’intégration, lorsque ¢ — 0 :
2 (o) ~ o

Lorsque 0 — +o0, il existe des constantes explicites A > 0 et
C > 0 telles qu’on ait

It6 Stratonovich backward

$2.(0) — € | 2 (0) ~ 2log(0?)
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Le cadre, les hypotheses
Résultats principaux et conséquences
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Ergodicité du processus (p;)

@ Le processus (p,) est ergodique dans R¢, de probabilité
invariante .
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Nos résultats, leurs conséquences, esquisse de la preuve Principales étapes de la preuve

Ergodicité du processus (p;)

@ Le processus (p,) est ergodique dans R¢, de probabilité
invariante .

@ Le processus rééchelonné est de la forme

([_l/zx‘”> >0 (\2 /oat h(ps)ds) a0

On étudie une fonctionnelle additive d’'une diffusion
ergodique.
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Le cadre, les hypotheses
Résultats principaux et conséquences
Nos résultats, leurs conséquences, esquisse de la preuve Principales étapes de la preuve

Méthode des martingales

@ Soit L le générateur infinitésimal du processus (p;). S’il
existe g = (g',...,¢%) € L2(RY, 7) telle que Lg = h, alors le
processus

M, = (1} M) = (b)) — o) — | ' h(p.)ds

est une martingale pour toute loi d’entrée.
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Méthode des martingales

@ Soit L le générateur infinitésimal du processus (p;). S’il
existe g = (g',...,¢%) € L2(RY, 7) telle que Lg = h, alors le
processus

t
Mo = (0] ) = () o) — [ (pds
est une martingale pour toute loi d’entrée.

@ Uniformément par rapport a a dans un compact

ji\gm) — g(po)| = or2(1).
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Nos résultats, leurs conséquences, esquisse de la preuve Principales étapes de la preuve

Etude de la martingale

@ Les crochets de M sont donnés par

o', v = [ "Dg', ) (ps)ds,

ouI'(g,h) = L(gh) — gLh — hLg.
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Nos résultats, leurs conséquences, esquisse de la preuve Principales étapes de la preuve

Etude de la martingale

@ Les crochets de M sont donnés par
. . [ . .
o, wi), = [ (&' po)as,
0
ouI'(g,h) = L(gh) — gLh — hLg.

@ D’apres le théoreme ergodique, on a alors

~ | =

i gy P L i
M', M), "— &;; x [ T'(g" g")dn.
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Fin de la preuve

Théoreme de Knight
g Le processus (t~'/2Mg)u>0
asymptotique =
converge au sens
+ — .
Lo des marginales
Théoreme de couplage de dimension finie
de Skorokhod

On vérifie un critére de tension pour conclure.
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Le cadre, les hypotheses
Résultats principaux et conséquences
Nos résultats, leurs conséquences, esquisse de la preuve Principales étapes de la preuve

Existence de g € .’ telle que Lg = h ?

@ Sila résolvante associée a L est quasi-compacte, alors
Vhel*RYn)tqm(h) =0, 3g€ L*(RY, x), Lg=h.

@ Ici, Lg = h se raméne a une équation différentielle d’ordre
2, de dimension 1, avec des péles d’ordre 2 en 0 et en +cc.

@ Existence de la solution : méthode de point fixe,
Etude de la régularité : “a la main".
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Le cadre, les hypotheses
Résultats principaux et conséquences

Nos résultats, leurs conséquences, esquisse de la preuve Principales étapes de la preuve

@ Article publié au Journal of Mathematical Physics :
J. Math. Phys. 48, 083101 (2007)

@ Consultation libre sur :
arXiv :math/0702481v2 [math.PR]
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